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Descarga aquí nuestra versión digital.

El uso de recubrimientos antirreflejantes en 
ventanas y lentes para disminuir la radiación re-
flejada en ellos está ampliamente extendida, ya 
que de esta manera se incrementa la intensidad de 
radiación transmitida a través de la superficie de 
un vidrio en el rango visible con este recubrimien-
to. La reducción de la intensidad reflejada se debe 
al fenómeno de interferencia de radiación electro-
magnética, como se mostró ya en las burbujas de 
jabón con glicerina. 

A su vez, la intensidad es una función de la lon-
gitud de onda de la luz incidente, el ángulo de in-
cidencia y el índice de refracción de los medios en 
los que viaja; en particular, el correspondiente a 
la película delgada que recubre al sustrato, usual-
mente vidrio. Este diseño es posible al depositar 
una o varias películas delgadas del material con el 
índice de refracción adecuado sobre vidrio, sien-
do aire el medio que rodea al lente o ventana con 
el recubrimiento antirreflejante (Moss-Mattox, 
2004). Por ejemplo, es posible demostrar que la 
reflectancia es mínima cuando una lente o venta-
na de vidrio es recubierta con una película delgada 
de MgF2 si su grosor es aproximadamente igual a 
un cuarto de la longitud de onda incidente. 

Este trabajo presenta un sencillo y divertido expe-
rimento, incluyendo un análisis simple pero preci-
so, para calcular el grosor mínimo de una película 
de agua jabonosa con glicerina por medio de la 
observación del patrón de interferencia construc-
tiva de luz en el rango visible. Este estudio nos 
hace reflexionar que las burbujas no sólo son esté-
ticamente llamativas, si no que pueden ser útiles 
al entender aplicaciones tan aparentemente disím-
bolas como los recubrimientos antirreflejantes. 

Figura 4. Burbuja de solución jabonosa con glicerina destacando las fran-

jas de colores.
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Riccati 

*Universidad Autónoma de Nuevo León, San Nicolás delos Garza, México. 
Contacto: maria.alcortagr@uanl.edu.mx

En este trabajo se obtiene un conjunto de soluciones 
para la ecuación algebraica de Riccati (ARE), la cual 
es expresada en términos de los coeficientes de la 
ecuación original sin necesidad de conocer una de las 
soluciones para, a partir de ésta, obtener la segunda, 
como se hace en el caso de la ecuación de Bernoulli. 
Las soluciones son obtenidas partiendo de una matriz 
simétrica S por bloques, formada con los coeficientes 
de la ARE. Las soluciones de la ARE son obtenidas 
partiendo del cálculo de los valores propios de S y 
aplicando los principios de ortogonalidad en una base 
de un módulo sobre el anillo Rnxn. Este procedimien-
to supone condiciones de simetría en los coeficientes 
de la ARE y se considera que la diagonalización de la 
matriz por bloques S siempre es posible. La metodo-
logía propuesta se muestra en dos ejemplos.  

Palabras clave: ecuación algebraica de Riccati, matriz por bloques, valo-

res propios, vectores propios, diagonalización.

In this work, a set of solutions for the algebraic Ric-
cati equation (ARE) is obtained, which is expressed 
in terms of the coefficients of the original equation 
without the need to know one of the solutions in 
order to obtain the second one, as it is done in the 
case or fthe Bernoulli equation. The solutions are 
obtained starting from a symmetric matrix S, by 
blocks, formed with the coefficients of the ARE. 
The solutions of the ARE are obtained by calcula-
ting the eigenvalues of S and applying the princi-
ples of orthogonality on the basis of a module over 
the ringR_(nxn). This procedure assumes symmetry 
conditions in the coefficients fo the ARE, and it is 
considered that the diagonalization of the block ma-
trix S is always possible. Two examples are presen-
ted illustrating the proposed methodology.

Keywords: Algebraic Riccati equation, block matrix, eigenvalues, ei-

genvectors, diagonalization
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La ecuación diferencial ordinaria dada por

donde P, Q y R son matrices cuyos elemen-
tos pueden ser funciones de x (o constantes), 
es llamada ecuación diferencial ordinaria de 
Riccati (EDOR), en honor al matemático ita-
liano Jacopo Francesco Riccati, nacido en Ve-
necia, República de Venecia, el 28 de mayo 
de 1676, y falleció en Treviso, Italia, el 15 de 
abril de 1754.

J.F. Riccati llegó a esta ecuación al analizar 
la hidrodinámica. En 1724 publicó una investigación 
multilateral de la ecuación, llamada, por iniciativa 
de D'Alembert (1769): Ecuación de Riccati. Algunos 
contemporáneos la analizaron, entre ellos Gott-
fried Wilhelm von Leibniz, matemático y filósofo 
alemán; Christian Goldbach, matemático originario 
de Kaliningrado, Rusia; Johann Bernoulli, matemá-
tico, médico y filólogo suizo, y sus hijos Nicolás y 
Daniel Bernoulli y, posteriormente, el matemático 
y físico suizo Leonhard Euler. Su trabajo se limi-
tó al análisis de casos particulares de la ecuación. 
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La EDR matricial en tiempo continuo, con solu-
ción X(t)∈R(n×n), está dada por

donde A, B, CϵRn×n son matrices invariantes 
en el tiempo, A y C  son matrices simétricas. 
Los puntos de equilibrio para la EDR (1), son 
las soluciones de la ARE, que toma la forma:  
 
 
 
donde 0ϵRn×n.

Partiendo de la ARE (2), se forma la matriz 
a bloques simétrica (Jiménez, 2015) de dimen-
sión 2nX2n, S:

Entonces la ARE (2) se puede representar de la 
siguiente manera:

 

Donde                        es la matriz identidad n×n.
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PLANTEAMIENTO DEL 
PROBLEMA

Siendo ésta planteada y analizada en la forma que 
conocemos en los libros de texto (Dennis, 2012; 
Boyce, 2012) por la familia Bernoulli. 

En algunas de las investigaciones se planteó 
la ecuación especial de Riccati, que sí posee so-
lución en términos finitos en un número limi-
tado de casos, para lo cual se requiere conocer 
una de las soluciones. Algunos trabajos han pre-
sentado soluciones de la ARE (Zoran, 2017), los 
autores usan un método recursivo de reducción 
de orden. Ai-Guo Wu, Hui-Jie Sun y Ying Zhang 
(2020) plantean la solución utilizando dos méto-
dos de iteraciones. 

La solución con restricciones más específicas, 
cuando se trata de un sistema hermitiano esta-
bilizable, se puede ver en Zhang et al. (2024). La 
solución de la ecuación de Riccati no simétrica es 
planteada por Akbar Shirilord y Mehdi Dehghan 
(2022). La ecuación de Riccati parametrizada es 
presentada en Rojas (2021). Nguyen y Gajic (2010) 
presentan una solución de la ecuación diferencial 
matricial de Riccati, en este trabajo los autores 
emplean la solución definida antiestabilizante de 
la ARE y la solución de la ecuación diferencial ma-
tricial de Lyapunov. Hench et al. (1998) resuelven 
una ARE amortiguada y una ecuación degenerada 
de Riccati obtenida partiendo del problema de los 
controladores amortiguados. 

Carpanese (2000) obtiene una solución de la 
ecuación en diferencias de Riccati (caso discreto). 
Adam (2000) verifica la continuidad de la solu-
ción de la ecuación diferencial de Riccati (EDR) 
y la ARE en el caso continuo en el tiempo. Un 
algoritmo para la solución de sistemas no triviales 
acoplados de ARE que aparecen en el problema 
de control Risk-sensitive es presentado por Frei-
ling, Lee y Jank (1998), quienes usan métodos de 
comparación al obtener condiciones adecuadas 
de acotación en las soluciones de un problema de 
valor terminal en los sistemas de EDR acoplados. 

Barabanov y Ortega (2004) presentan exten-
siones ocultas del lema Kalman-Yakubovich-Po-
pov, referente a las condiciones de la solución en 
la matriz Lur’e-Riccati. Con Jiménez (2015) la EDR 
se resuelve en una ecuación diferencial de segun-
do orden, reduciéndola a una ecuación de Riccati, 
siempre y cuando los coeficientes en la ecuación 
diferencial estén relacionados de una forma espe-
cífica, resolviendo posteriormente la ecuación de 
Riccati sin requerir el conocimiento de una de las 
soluciones. Una aproximación eficiente en la reso-
lución de la EDR usando derivadas de orden frac-
cional se presenta en Alam, Ara y Jamil (2011). 
Cai, Ding y Li (2017) presentan una aplicación de 
la ecuación de Riccati en el problema de estima-
ción. La continuidad de la solución de la ecuación 
de Riccati es presentada por Adam (2000).

El objetivo de este trabajo es establecer una 
metodología que facilite la obtención de la solu-
ción de la ARE, sin necesidad de conocer una de 
las soluciones, considerando los puntos de equili-
brio propios del sistema.

Por otro lado, como una aplicación importan-
te, por su participación en el problema de con-
trol (donde toma el rol de ecuación de ganancia 
del control) y programación dinámica (así se 
puede ver en Reid (1972), Petkov y Konstantinov 
(1991), Nguyen y Gajic (2010), entre otras publi-
caciones), retoma importancia el cálculo de los 
puntos de equilibrio de la misma y su solución, 
encontrándola asintóticamente estable en los 
puntos de equilibrio de la misma, logrando así 
un control eficiente. 

Entre las propiedades de la EDOR que facili-
tan la existencia y obtención de las ecuaciones 
de control se encuentran la existencia de solución 
única para condiciones iniciales dadas y condi-
cionando a que la EDOR sea definida positiva se 
llega al ajuste de la ecuación de control. El trabajo 
es organizado en la siguiente forma: sección 2 se 
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Lema 1

presenta el planteamiento del problema, en la sec-
ción 3 se encuentra la solución de la ARE, y en la 
sección 4 se presentan dos ejemplos. 

Dado que S es simétrica, es diagonalizable orto-
gonalmente en R, esto implica que existe una ma-
triz Q ∈ R2n×2n ortogonal y una matriz D∈ R2n×2n 
diagonal tal que S= QDQT, como lo plantea Jimé-
nez (2015). Las matrices Q y D pueden ser separa-
das en bloques tamaño n×n en la siguiente forma:

  

Dado que D es diagonal, entonces D1 y D2 
también lo son. Tomando en cuenta lo anterior es 
establecido el siguiente lema.

= =(t) (t) (t)X XX T AX (t)X T B+ (t)B T C, X(0) X0,+ + (1)

=(t) (t) XX T AX (t)X T B+ (t)B T C 0, (2)+ +

= =(t)(X T (t)X T

) V TSV 0 .In In
A
B T

B
C( (( (

= (t)X T

V ,In
In( (

= Q11 Q12

Q21 Q22
Q =D;( ( D1 0nxn

0nxn D2
( (

Sean    	                 tales que 
Donde V1, V2 son matrices de dimen-
sión 2n×2n. 

Entonces, las siguientes igualdades se cumplen

= V2V1Q .( (

= =V1 D1��
���
����

V1S
T

=V2 D2V2S
T

= =V2V2S
T V2V2S

T

(

0nxn

Demosatración

V1

QT= =

=

(QD V1

V1

V1

V2S S

S
S

V1 )

D1

D2
( (

( (
0nxn

0nxn ( (

T

V2
T

T

V2
T

V1 V2

V2

S
S

T

V2
T

Partiendo de la definición de V1 y V2, Q = V1 V2.

De la diagonalización de S,D = QTSQ.

Entonces

Los resultados se obtienen de la igualdad de 
matrices anterior. 

= A
B T

B
CS ( (

= Q11V1 y V2Q21

Q12

Q22
=( ( ( (

https://es.wikipedia.org/wiki/Bernoulli
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_especial_de_Riccati


44 45CIENCIA UANL / AÑO 27, No.127, septiembre-octubre 2024

S
E

C
C

IÓ
N

 A
C

A
D

É
M

IC
A

CIENCIA UANL / AÑO 27, No.127, septiembre-octubre 2024

El lema 1 establece una estructura para ma-
trices de dimensión 2n×n similar en los vectores 
conjugados en R2. Los vectores conjugados en R2 
son linealmente independientes y además forman 
una base de R2. Sin embargo, en esta estructura, 
la “independencia lineal” tiene además las carac-
terísticas dadas por la estructura de módulo sobre 
un anillo, lo cual se explica en el lema 2. 

Lema 2. Estructura de módulo

Sean V1 y V2 definidos como en el lema 1, éstos 
forman una base en R2nxn en una especie de  mó-
dulo derecho sobre el anillo de matrices R2nxn.

Esto implica:

i. Para cada V ∈ R2nxn, existen K1, K2 ∈ Rnxn
tales que V1 K1 + V2 K2 = V

ii. V1 K1 + V2 K2= 02nxn, K1 = K2 = 0nxn

Demostración

QT =V V1( (
T

V2
T =V V1( (T

V2
T

V
V

i. Considere el producto

QT= =(QV V V1 V2
V1) ( )

= +V

( (
T

V2
T

V
V

V1V1 VT V2V2 VT

ii. La demostración de la suficiencia es trivial. 
Al probar la necesidad, considere V=02n×n y sus-
tituyendo las expresiones para K1 y K2 de la de-
mostración de la parte i, se llega a ii.∎

Partiendo de lo planteado en el lema 2, toda 
matriz 2n×n puede ser escrita como una combi-
nación módulo de V1 y V2. Esta matriz incluye la 
solución matricial de la ARE (2). 

Además existen K1, K2 ∈ Rnxn tales que
 

Sustituyendo en (3), se obtiene:

Haciendo las operaciones se llega a

Usando el lema 1, la expresión anterior se 
simplifica a:

Esta ecuación puede ser escrita como

Para satisfacer esta ecuación, son necesarias 
las siguientes definiciones.

SOLUCIÓN DE LA ARE

= =QV1K1
K1
K2

V2K2+In( (X ( (

=

= V1K1

S

S+

X T

InIn( )

( )

( (0n

T

X

V2K2 V1K1 +( )V2K2

=V1K1 K1S + +T K1
TT V1

TV1 K2SV2 V2K2 K1S +T K2
TT V2

TV1 K2SV2 0n

=D1K1 K1+
T K1

TD2 K2 0n

El cual siempre existe ya que Q es ortogonal.

Si K1= V1V y K2=V2V, que siempre existe, se 
llega al resultado i. 

T T =D2K1 K2+ ( (5))T K1
T –D2 K1

Dada una matriz simétrica A∈Rn×n, su raíz cua-
drada es alguna matriz B∈Rnxn tal que BTB=A. 
Ésta es denotada por B=√A.

Definición 1. Raíz cuadrada de una 
matriz simétrica

Definición 2. Raíz cuadrada principal

Dada una matriz diagonal D=diag{d1,..., dn} 
∈Rnxn con entradas no negativas, su raíz cuadra-
da principal es diag{√d1,..., √dn}, donde los ele-
mentos de su diagonal son la raíz cuadrada de los 
elementos de la matriz D.

Proposición 1

La raíz cuadrada de una matriz no es única. Si B 
es una raíz cuadrada de A, entonces UB, donde 
U∈Rnxn es ortogonal, es además una raíz cuadra-
da de A.

Demostración

Dado que UTU=InB
TB=A. Entonces (UB)T(UB)=B-

TUTUB=BTB=A.■

Proposición 2

Sean M, N∈Rn×n y N simétrica. Entonces √NM es 
una raíz cuadrada de MTNM.

Demostración

Aplicando la proposición 2 en (5), es posible escribir 

=( ) TD2K2 (– ) TD1K1( )D2K2 ( )D1K1

Si D es una matriz diagonal no singular, con entra-
das positivas, entonces √D es también no singular 
y√D-1= √D-1. 

= (– ) (6)D1K1( )D2K2 U

Proposición 3

Demostración

D=diag{d1,..., dn}. Dado que D es invertible, 
di>0,∀ i=1,...,n. Esto implica que √di >0 ∀ i = 1,..., 
n, por lo tanto √D es invertible.

Además

Hasta aquí es posible resolver para K1 o K2 en 
(6). Por otro lado, si D2 es invertible, entonces 

 Con lo cual

= ,..., d1 dndiag

= diag

D
-1 -1

,..., d1 dn

-1 -1

=diag ,..., 

.

d1 dn
-1 -1

= =diag ,..., d1 dn
-1 -1 D -1

-D1
= D K2K2 D2 U-1

-D1

=

=

In(
( (

(X V1

V1

+

+

K1

K1

V2

V2

K2

D2 U-1

Aplicando raíz cuadrada en ambos lados de 
la ecuación anterior, e introduciendo una matriz 
ortogonal U∈Rn×n, se obtiene 

=D2K1 K2+ ( (5))T K1
T –D2 K1

= (– ) (6)D1K1( )D2K2 U
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Partiendo de las definiciones de V1 y V2 en 
el lema 1, sustituyendo los resultados anterio-
res, tenemos: 

 

Si D1 es invertible, entonces

donde UT ha sido sustituida por U, ya que U es 
una matriz ortogonal arbitraria. Entonces 

De donde se obtiene:

Para las ecuaciones (8) y (10) se tiene una solu-
ción en K1 o K2, esto es 

Éstas deben de ser invertibles ya que son facto-
res de un producto que genera la matriz identidad. 
Por lo que su determinante no puede ser cero. El 
resultado anterior nos permite enunciar el siguien-
te teorema que presenta la solución de la ARE.

Sea la ARE definida como previamente, y sean Q 
y D las matrices de dimensión 2n×2n de la des-
composición en valores propios de la matriz co-
eficiente particionada en n×n bloques. Entonces 
las soluciones de la CARE, parametrizadas con 
una matriz ortogonal U∈Rn×n tienen la forma 

Siempre y cuando sea posible calcular las ma-
trices inversas en las expresiones anteriores.

que tiene la siguiente descomposición

Sea dada la CARE (2), tomando como coeficientes 
las siguientes matrices:

= Q11 Q12( )X + K1 (7)-D1D2 U-1

= Q21 Q22( )X + K1 (8)-D1D2 U-1

=

In ()X
K2

K2

K1

V2V1

V1 K2V2

K1 ,-D2DD1 U-1

=

=

( )+

+

-D2D1 U-1

=

In ()X
K2

K2

K1

V2V1

V1 K2V2

K1 ,-D2DD1 U-1

=

=

( )+

+

-D2D1 U-1

= Q11 Q12( )X + K2 (9)-D1 D2U

U

-1

-D1
-1 Q22+D2

= Q21In ( )K2 (10)

=Q21 Q22K1 + -D2 -D1 óU-1

=Q21 Q22 .K2 +-D2 -D1U-1

Teorema 1. Soluciones de la ARE

= Q11 Q12( )X + D2 -D1ó
U-1 Q21 Q22( )+ D2 -D1U-1

-1
(11)

= Q11 Q12( )X +-D1 D2U-1 Q21 Q22( )+D2-D1 U-1
-1

(12)

Demostración

Sustituyendo las expresiones en K1 y K2 en las 
ecuaciones (7) y (9) se obtiene el resultado.∎

EJEMPLOS

A continuación se presentan dos ejemplos en los 
que se aplica la metodología presentada en la so-
lución de la ARE (2). Tomando como coeficientes 
las siguientes matrices:

Ejemplo 1

= ;0
0

0
-1( )A = ;0

0
2
0( )B = .1

0
0
0( )C (13)

Para éstas, la matriz S toma la forma

=
0
0
0
2

0
0

0
-1

0
0
1
2

0
0

2
0)(S ,

= 0
0 0

0

0
1

0
0
1
2

0
0)(Q ,

=
-2 
0
0
2

0
0

0
-1

0
0
1
2

0
0

2
0)(D .

1 2 1 2

1 2-1 2

= 0
0 0

0

0
1

0
0
1
2

0
0)(Q ,

=
-2 
0
0
2

0
0

0
-1

0
0
1
2

0
0

2
0)(D .

1 2 1 2

1 2-1 2

Usando la ecuación (11), y tomando la matriz or-
togonal U como la matriz identidad I2 , se obtiene:

=
1
1

2
2X ,( )

una solución de la ecuación de Riccati asociada a 
las matrices en (13). La solución puede ser verifica-
da al sustituir en (2) y ver que se satisface.

Similarmente, si se sustituye U=-I2, se obtiene: 

=
-1
1

1
-2X ,( )

Ejemplo 2

; = ;
0

0
1( )B=

0
0
0( )A =

0
0
0( )C1 2 1 2 1 2

Para las cuales, la matriz S toma la forma

= 0

2
1
0

0
0 0

2
0
0

0
1)(S .

1 2

1 2

1 2

1 2

Ésta tiene la descomposición 

= 0

2
0

0
0

0
0

0 )(Q .
1 2

1 2

1 2
1 2

1 2-1 2
-1 2 1 2

= 0
0

0
00

0
-1

0
1

0
0

0
0

0
0

1
)(D .

Aplicando la ecuación (11) con U=I2 , se ob-
tiene la solución: 

=
-1
0

0
0X ,( )

Note que, en este caso, la matriz D1 no es inverti-
ble, por lo tanto la ecuación (12) no puede ser usada.
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La innovación tecnológica en la actualidad es cons-
tante. Los métodos pedagógicos han evolucionado, 
tornándose imperativa la implementación de herra-
mientas modernas para facilitar y mejorar los procesos 
educativos. Enseguida se documenta la creación de 
una aplicación móvil mediante la metodología Scrum, 
utilizando realidad aumentada con códigos QR para la 
asignatura de Estructura de Datos Aplicadas de la ca-
rrera de Tecnologías de la Información de una Univer-
sidad Tecnológica. Con la finalidad de complementar 
el proceso de aprendizaje de los jóvenes, renovando el 
material didáctico del curso, para hacerlo más atractivo 
y dinámico, aprovechando los smartphones como he-
rramientas de aprendizaje.

Palabras clave: realidad aumentada, estructuras de datos, código QR, 

tecnología educativa, smartphone como herramienta de aprendizaje.

Technological innovation today is constant. Pe-
dagogical methods have evolved, making it im-
perative to implement modern tools to facilitate 
and improve the educational processes. Next, the 
creation of a mobile application is documented 
through the Scrum methodo, using augmented 
reality with QR codes for the subject of Applied 
Data Structure in the Information Technology 
career of Technological Universities. In order to 
complement the learning process of young peo-
ple, while we renew the didactic  material for the 
course at the same time, making it more attrac-
tive and dynamic, benefiting from smartphones 
as learning tools.

Keywords: augmented reality, data structures, QR code, educational 

technology, smartphone as a learning tool
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La realidad aumentada (RA) es una tecnología 
que combina objetos virtuales bidimensionales 
o tridimensionales en un entorno tridimensional 
real y luego los proyecta en tiempo real (Ham-
zah, Rizal y Simatupang, 2021). La RA integra la 
información digital con el entorno real en el que 
viven los humanos. Todo se procesa y produce 
en tiempo real (Ahmad y Jibril, 2021). La capa-
cidad de fusionar el mundo físico con elemen-
tos virtuales proporciona una experiencia que 
puede estimular la interacción creativa y realista 

(Yildirim y Baran, 2021), abriendo nuevas fron-
teras en la comprensión de conceptos complejos.

En los últimos años se han encontrado muchas 
propuestas para implementar la RA en el ámbi-
to educativo, por ejemplo: Hsu, Cheah, Hughes 
(2023), que documentan un caso de enseñanza de 
Biología utilizándola; Rassyi et al. (2023) dictan 
sobre el desarrollo de medios interactivos de en-
señanza basados en ella; Yaniawati et al. (2023) 
relacionan su uso en el estudio de la geometría; 
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