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RESUMEN

ABSTRACT

En este trabajo se obtiene un conjunto de soluciones
para la ecuacién algebraica de Riccati (ARE), la cual
es expresada en términos de los coeficientes de la
ecuacion original sin necesidad de conocer una de las
soluciones para, a partir de ésta, obtener la segunda,
como se hace en el caso de la ecuacién de Bernoulli.
Las soluciones son obtenidas partiendo de una matriz
simétrica S por bloques, formada con los coeficientes
de la ARE. Las soluciones de la ARE son obtenidas
partiendo del cdlculo de los valores propios de S'y
aplicando los principios de ortogonalidad en una base
de un médulo sobre el anillo Ry xp. Este procedimien-
to supone condiciones de simetria en los coeficientes
de la ARE y se considera que la diagonalizacién de la
matriz por bloques S siempre es posible. La metodo-
logia propuesta se muestra en dos ejemplos.

Palabras clave: ecuacién algebraica de Riccati, matriz por bloques, valo-
res propios, vectores propios, diagonalizacion.

In this work, a set of solutions for the algebraic Ric-
cati equation (ARE) is obtained, which is expressed
in terms of the coefficients of the original equation
without the need to know one of the solutions in
order to obtain the second one, as it is done in the
case or fthe Bernoulli equation. The solutions are
obtained starting from a symmetric matrix S, by
blocks, formed with the coefficients of the ARE.
The solutions of the ARE are obtained by calcula-
ting the eigenvalues of S and applying the princi-
ples of orthogonality on the basis of a module over
the ringR_(nxn). This procedure assumes symmetry
conditions in the coefficients fo the ARE, and it is
considered that the diagonalization of the block ma-
trix S is always possible. Two examples are presen-
ted illustrating the proposed methodology.

Keywords: Algebraic Riccati equation, block matrix, eigenvalues, ei-
genvectors, diagonalization

La ecuacion diferencial ordinaria dada por

dy _p.»
dx =Py’+ Q+R,

donde P, Q y R son matrices cuyos elemen-
tos pueden ser funciones de x (o constantes),
es llamada ecuacién diferencial ordinaria de
Riccati (EDOR), en honor al matemaético ita-
liano Jacopo Francesco Riccati, nacido en Ve-
necia, Repuiblica de Venecia, el 28 de mayo
de 1676, y falleci6 en Treviso, Italia, el 15 de
abril de 1754.
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J.F. Riccati llegd a esta ecuacion al analizar
la hidrodindmica. En 1724 publicé una investigacion
multilateral de la ecuacién, llamada, por iniciativa
de DAlembert (1769): Ecuacion de Riccati. Algunos
contempordneos la analizaron, entre ellos Gott-
fried Wilhelm von Leibniz, matematico y filésofo
aleman; Christian Goldbach, matematico originario
de Kaliningrado, Rusia; Johann Bernoulli, matemé-
tico, médico y fil6logo suizo, y sus hijos Nicolds y
Daniel Bernoulli y, posteriormente, el matematico
y fisico suizo Leonhard Euler. Su trabajo se limi-
t6é al andlisis de casos particulares de la ecuacion.
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Siendo ésta planteada y analizada en la forma que
conocemos en los libros de texto (Dennis, 2012;
Boyce, 2012) por la familia Bernoulli.

En algunas de las investigaciones se planted
la ecuacién especial de Riccati, que sf posee so-
lucién en términos finitos en un namero limi-
tado de casos, para lo cual se requiere conocer
una de las soluciones. Algunos trabajos han pre-
sentado soluciones de la ARE (Zoran, 2017), los
autores usan un método recursivo de reduccién
de orden. Ai-Guo Wu, Hui-Jie Sun y Ying Zhang
(2020) plantean la soluciéon utilizando dos méto-
dos de iteraciones.

La solucién con restricciones mds especificas,
cuando se trata de un sistema hermitiano esta-
bilizable, se puede ver en Zhang et al. (2024). La
solucién de la ecuacién de Riccati no simétrica es
planteada por Akbar Shirilord y Mehdi Dehghan
(2022). La ecuacién de Riccati parametrizada es
presentada en Rojas (2021). Nguyen y Gajic (2010)
presentan una solucién de la ecuacion diferencial
matricial de Riccati, en este trabajo los autores
emplean la solucién definida antiestabilizante de
la ARE y la solucién de la ecuacion diferencial ma-
tricial de Lyapunov. Hench et al. (1998) resuelven
una ARE amortiguada y una ecuacién degenerada
de Riccati obtenida partiendo del problema de los
controladores amortiguados.

Carpanese (2000) obtiene una solucién de la
ecuacion en diferencias de Riccati (caso discreto).
Adam (2000) verifica la continuidad de la solu-
cion de la ecuacion diferencial de Riccati (EDR)
y la ARE en el caso continuo en el tiempo. Un
algoritmo para la solucién de sistemas no triviales
acoplados de ARE que aparecen en el problema
de control Risk-sensitive es presentado por Frei-
ling, Lee y Jank (1998), quienes usan métodos de
comparacién al obtener condiciones adecuadas
de acotacioén en las soluciones de un problema de
valor terminal en los sistemas de EDR acoplados.

Barabanov y Ortega (2004) presentan exten-
siones ocultas del lema Kalman¥Yakubovich-Po-
pov, referente a las condiciones de la solucién en
la matriz Lur’e-Riccati. Con Jiménez (2015) la EDR
se resuelve en una ecuacion diferencial de segun-
do orden, reduciéndola a una ecuacién de Riccati,
siempre y cuando los coeficientes en la ecuacién
diferencial estén relacionados de una forma espe-
cifica, resolviendo posteriormente la ecuacion de
Riccati sin requerir el conocimiento de una de las
soluciones. Una aproximacion eficiente en la reso-
lucién de la EDR usando derivadas de orden frac-
cional se presenta en Alam, Ara y Jamil (2011).
Cai, Ding y Li (2017) presentan una aplicacién de
la ecuacién de Riccati en el problema de estima-
cién. La continuidad de la solucién de la ecuaciéon
de Riccati es presentada por Adam (2000).

El objetivo de este trabajo es establecer una
metodologia que facilite la obtencién de la solu-
cion de la ARE, sin necesidad de conocer una de
las soluciones, considerando los puntos de equili-
brio propios del sistema.

Por otro lado, como una aplicacién importan-
te, por su participacién en el problema de con-
trol (donde toma el rol de ecuacién de ganancia
del control) y programacién dindmica (asi se
puede ver en Reid (1972), Petkov y Konstantinov
(1991), Nguyen y Gajic (2010), entre otras publi-
caciones), retoma importancia el calculo de los
puntos de equilibrio de la misma y su solucioén,
encontrdndola asintéticamente estable en los
puntos de equilibrio de la misma, logrando asi
un control eficiente.

Entre las propiedades de la EDOR que facili-
tan la existencia y obtencién de las ecuaciones
de control se encuentran la existencia de solucién
Unica para condiciones iniciales dadas y condi-
cionando a que la EDOR sea definida positiva se
llega al ajuste de la ecuacién de control. El trabajo
es organizado en la siguiente forma: seccién 2 se
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presenta el planteamiento del problema, en la sec-
cién 3 se encuentra la solucién de la ARE, y en la
seccién 4 se presentan dos ejemplos.

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

La EDR matricial en tiempo continuo, con solu-
cion X(t)ER nxn), esta dada por

X=X (AX()+X ()B+B'X()+C, X(0)=X,, (1)
donde A, B, CeR,x, son matrices invariantes
en el tiempo, A y C son matrices simétricas.

Los puntos de equilibrio para la EDR (1), son
las soluciones de la ARE, que toma la forma:

XWAXQO)+X (B+B'X(t)+ C=0, (2)
donde 0€Rx.

Partiendo de la ARE (2), se forma la matriz
a bloques simétrica (Jiménez, 2015) de dimen-

sién 2nX2n, S:
s=(57¢)

Entonces la ARE (2) se puede representar de la
siguiente manera:

xom(gr &) (%, @)=visv=0.

X't
Donde V= ( [n())'/” es la matriz identidad nxn.
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Dado que Ses simétrica, es diagonalizable orto-
gonalmente en R, esto implica que existe una ma-
triz Q € Ropxop ortogonal y una matriz DE Ropxon
diagonal tal que S= QDQT, como lo plantea Jimé-
nez (2015). Las matrices Q y D pueden ser separa-
das en bloques tamafo nxn en la siguiente forma:

(§ &) o2 2)

Dado que D es diagonal, entonces D; y D>
también lo son. Tomando en cuenta lo anterior es
establecido el siguiente lema.

Lema 1

Sean M:(g”’) y V.= (QQ;) tales que O=(V/ Vz).
Donde V. V> son matrices de dimen-
sién 2nx2n.

Entonces, las siguientes igualdades se cumplen
LVISV,=D,
i.V;SV,=D,
iV;SV, =V,SV,=0,,

Demosatracion
Partiendo de la definicién de V;y Vo, Q= V; Vo

De la diagonalizacién de S,D = Q7SQ.

D=Q’so=(vvj)5<v, V)

(DI Onxr) - (VITSVI V;TSVZ
0o D, 3SV, VSV,

Entonces

Los resultados se obtienen de la igualdad de
matrices anterior. g
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El lema 1 establece una estructura para ma-
trices de dimensién 2nxn similar en los vectores
conjugados en RZ2. Los vectores conjugados en R?
son linealmente independientes y ademds forman
una base de R2. Sin embargo, en esta estructura,
la “independencia lineal” tiene ademds las carac-
teristicas dadas por la estructura de médulo sobre
un anillo, lo cual se explica en el lema 2.

Lema 2. Estructura de modulo

Sean V;y V> definidos como en el lema 1, éstos

forman una base en R,x, €n una especie de moé-

dulo derecho sobre el anillo de matrices Ropxp.
Esto implica:

i. Para cada V € Ry, existen K;, K> €ERpxp
talesque V; K;+ Vo Ko =V

ii. V; KT+ Vo K2= Oapxn, KI = K2 = Onxn

Demostracion

i. Considere el producto
T, VIT - T
Qv=(yr) v=(iv)
El cual siempre existe ya que Q es ortogonal.

T
— LAY
V=Q@W)=(v, V(i y)
V=V, V/V+V,V]V

Si K= V;Vy K2=V§V, que siempre existe, se
llega al resultado i.
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ii. La demostracién de la suficiencia es trivial.
Al probar la necesidad, considere V=0,x, y sus-
tituyendo las expresiones para K; y K> de la de-
mostracion de la parte /, se llega a ii.m

Partiendo de lo planteado en el lema 2, toda
matriz Znxn puede ser escrita como una combi-
nacién moédulo de V;y Vo. Esta matriz incluye la
solucién matricial de la ARE (2).

SOLUCION DE LA ARE

Ademads existen K;, K> € Ry, tales que
X
()=vik+vik=Q(k)
Sustituyendo en (3), se obtiene:

0.="1)s(7)
=(V,K,+ VZKZ)TS(V/K/"' V,K,)
Haciendo las operaciones se llega a

KV,SV,K+ K V,SV,KA+ K VoSV, K+ K V,SVoK,=0,

Usando el lema 1, la expresiéon anterior se
simplifica a:
K'D,K+K/D.K,=0,
Esta ecuaciéon puede ser escrita como
+KD,K=K/(-D)K, (5)

Para satisfacer esta ecuacidén, son necesarias
las siguientes definiciones.
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Definicion 1. Raiz cuadrada de una
matriz simétrica

Dada una matriz simétrica AER;x,, SU raiz cua-
drada es alguna matriz BER,xp tal que BTB=A.
Esta es denotada por B=vVA.

Definicién 2. Raiz cuadrada principal

Dada una matriz diagonal D=diag{d,,..., dp}
ERnxn con entradas no negativas, su raiz cuadra-
da principal es diag{vd,,..., Vd,}, donde los ele-

mentos de su diagonal son la raiz cuadrada de los
elementos de la matriz D.

Proposicion 1

La raiz cuadrada de una matriz no es Unica. Si B
es una rafz cuadrada de A, entonces UB, donde
UER;xn es ortogonal, es ademds una raiz cuadra-
da de A.

Demostracion

Dado que U'U=1,B"B=A. Entonces (UB)'(UB)=B-
TU'UB=B"B=Am

Proposicion 2

Sean M, NER;xn y N simétrica. Entonces VNM es
una raiz cuadrada de M'NM.

Demostracion

Aplicando la proposicién 2 en (5), es posible escribir

VD.K.)'(D.K.)=D,K,)"(D,K,)
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Aplicando raiz cuadrada en ambos lados de
la ecuacién anterior, e introduciendo una matriz
ortogonal UERxn, se obtiene

VD,K;)=UVD,K;) (©)
Proposicion 3
Si Des una matriz diagonal no singular, con entra-
das positivas, entonces vD es también no singular
y1/D": vD'.
Demostracion
D=diag{dj,..., dp}. Dado que D es invertible,
di>0,V i=1,...,n. Esto implica que Vdi >0V i= I,...,
n, por lo tanto vD es invertible.
Ademas
VD =diag{id, .../}’
= diag{ﬂl’...,@’l}/
=diag {JcT{’,...,JcTn"}
=\diag (@@} =VD .

Hasta aqui es posible resolver para K; 0 K> en
6). Por otro lado, si D, es invertible, entonces

K=vD, UV-D,K,
Con lo cual

(F)=ViKk, +Vik.
=(V+Vo/DT UV, )K,

435



»

SECCION ACADEMICA

46

Partiendo de las definiciones de V;y Vsen
el lema 1, sustituyendo los resultados anterio-
res, tenemos:

X=(Qi+QuvDJ UVD)) K, @)
X=(Q. +QuVDi UVD) K, ®
Si D es invertible, entonces
K=V D/UV-D, K,,

donde U ha sido sustituida por U, ya que U es
una matriz ortogonal arbitraria. Entonces

(F)=vik+vik.
=(V,VD/ U+D; +V,)K,

De donde se obtiene:

X= (Qll V=D UVD,+ le)K2 )
1,=(Q: Dy U YD+ @)K (10)

Para las ecuaciones (8) y (10) se tiene una solu-
cién en K; 0 Ky, esto es

K=Q, + Q. v-D;’UV-D, 6
K= Q,v-D,;'UV-D, +Q., -

Estas deben de ser invertibles ya que son facto-
res de un producto que genera la matriz identidad.
Por lo que su determinante no puede ser cero. El
resultado anterior nos permite enunciar el siguien-
te teorema que presenta la solucién de la ARE.

Teorema 1. Soluciones de la ARE

Sea la ARE definida como previamente, y sean Q
y D las matrices de dimensién 2nx2n de la des-
composicion en valores propios de la matriz co-
eficiente particionada en nxn bloques. Entonces
las soluciones de la CARE, parametrizadas con
una matriz ortogonal UER.x, tienen la forma

X= (Q//+ le\/bé/U\/—T),) (QZ, +Q,, \/[—)Z"U\/T))] (11)
X= (Q//‘/'D_]I U \/[72"'012)(02/‘/'?[/[/\/[72 +QZZ)I (12)

Siempre y cuando sea posible calcular las ma-
trices inversas en las expresiones anteriores.

Demostracion

Sustituyendo las expresiones en K;y K> en las
ecuaciones (7) y (9) se obtiene el resultado.m

EJEMPLOS

Ejemplo 1
A continuacién se presentan dos ejemplos en los
que se aplica la metodologia presentada en la so-

lucién de la ARE (2). Tomando como coeficientes
las siguientes matrices:

4@ DGR Y ©

Para éstas, la matriz S toma la forma

006
=loo7 o0/

2020
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que tiene la siguiente descomposicion Para las cuales, la matriz S toma la forma

]/ﬁo 0 '/f 15 0 '/2 0
Q=(0 100 s=[000
0010 Va1 '/2
V20 2 Yz 2020
200 2 Esta tiene la descomposicién
pD=[0-10 0.
99370 1 0 Y 0
Q=0 % 0 Wz .
Wz 0 Yz 0
2 Y2 0 W
Usando la ecuacioén (11), y tomando la matriz or- 0000
togonal U como la matriz identidad /,, se obtiene: D=(0'] 0 0),
0010
12 0001
x=(; 2)

Aplicando la ecuacién (11) con U=/, , se ob-
una solucién de la ecuacién de Riccati asociada a tiene la solucién:
las matrices en (13). La solucién puede ser verifica-

da al sustituir en (2) y ver que se satisface. (10
X=\oo
Similarmente, si se sustituye U=-12, se obtiene:
Note que, en este caso, la matriz D; no es inverti-
P ( 11 ble, por lo tanto la ecuacién (12) no puede ser usada.
“\1-2

que también es solucién de la CARE (2). REFERENCIAS
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(Vz 0) B= (Vz 0) (1/2 0 trol, 45(5), 934-937.
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