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ABSTRACT

La ciencia de datos es un area multidisciplinaria en la que con-
vergen herramientas de estadistica, cdmputo cientifico, mate-
maticas puras y un profundo entendimiento del contexto del
problema a estudiar: Dentro de esta area han surgido recientes
investigaciones en las que el andlisis se enfoca en un aspecto
mas cualitativo del estudio, a saber: /a forma de los datos. En el
presente trabajo describimos esquematicamente algunas de las
herramientas para implementar dicho analisis y presentamos
como propuesta un algoritmo eficiente, auxiliar en el estudio de
estructuras de baja dimension simplicial, inmersas en un espa-
cio de representabilidad de dimension alta.

Palabras clave: andlisis topoldgico de datos, complejo de Vietoris-Rips,

complejo de Cech, bola minimal.

Dentro de las matematicas, diversas areas han sido tradicional-
mente consideradas como puras (o basicas), entre las que se
destaca la topologia, por considerarse una de las “geometrias
mas elementales’, encargada de estudiar la forma de ciertos ob-
jetos, asi como las propiedades que se preservan al deformarlos
continuamente, es decir; sin rompimientos ni pegaduras. Las
recientes aplicaciones que ésta ha tenido junto con el algebra,
asi como la impresionante integracién con areas como la com-
binatoria, la probabilidad, la estadistica y el cdmputo cientifico,
han propiciado la consolidacién de una interesante dreallamada
andlisis topoldgico de datos (ATD); puede consultarse Zomoro-
dian (2012) para una introduccién al tema, y Otter et al (2017)
para una exposicién panoramica, alcances del ATD y su imple-
mentacién computacional.

Debido al amplio espectro de tdpicos en donde se ha imple-
mentado (Piangerelli etal, 2018; Pranav etal, 2017; Taylor etal,
2015; Nicolau, Levine y Carlsson, 2011), el ATD ha revoluciona-
do viejos paradigmas, posicionandose como una herramienta
solida y estable para abordar el andlisis de complejas estructu-
ras de nubes de datos y consolidandose como un importante

Data science is a multidisciplinary area in which sta-
tistics, scientific computation, pure mathematics and a
deep understanding of the context of the problem to be
studied converge. Within this area, recent studies have
emerged in which the analysis centers on a qualitative
aspect of the study, the form of the data. In the present
research some of the tools to schematically implement
this analysis are described, and an efficient algorithm to
the study of low dimensional structures, immersed in a
high dimension representability space is proposed.

Keywords: topological data analysis, Vietoris-Rips complex, Cech
complex, miniball problem.

recurso para el entendimiento de estructuras geométricas de
dimensiones superiores.

Esquematicamente, el ATD consiste en el uso de las técnicas
de la topologia y el dlgebra para el andlisis de nubes de puntos
(datos) en donde existe una nocién de cercania, dotando prime-
10 a éstos con una familia de estructuras geométricas (filtracion
simplicial). Luego, mediante distintas herramientas del dlgebra
lineal, se realiza el cdlculo de lo que en topologia algebraica es co-
nocido como homologia persistente (definida en 2002 por Edel-
sbrunner; Letscher y Zomorodian) y que consiste de una familia
de espacios vectoriales apropiadamente construidos; tal estruc-
tura algebraica es representada graficamente en un codigo de
barras o en un diagrama de persistencia (Carlsson et al, 2004).
Dependiendo de la manera en la que se construye la estructura
simplicial filtrada, se tiene una correspondiente interpretacion
de lo que el codigo de barras esta detectando.
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Figura 1. Esquema de trabajo del andlisis topolégico de datos (ATD).

Cada uno de los pasos del ATD sefialado en la figura 1 re-
presenta un area de investigacion actualmente activa, y entrar
en mayores detalles escapa de los objetivos del presente escri-
to, por lo que nos enfocaremos en la primera parte del ATD: la
construccién de una estructura simplicial filtrada asociada a una
nube de puntos (los datos). Identificar la estructura adecuada
con la cual dotar de geometria alos datos es uno de los aspectos
clave y no triviales para realizar el analisis.

LA FORMA DE LOS DAT0S

El ATD se realiza bajo la hipétesis de que los datos encajan en
cierto modelo salvo ruido, esto es, que existe una estructura
geométrica y el correspondiente sistema de ecuaciones que la
modela, de donde los datos han sido muestreados salvo cierto
ruido, y es tarea del ATD inferir dicho espacio mediante la detec-
cién de ciertas caracteristicas relativas a su forma. Por ejemplo,
en la figura 2 se muestran tres nubes de puntos representadas
en el plano. Intuitivamente podemos inferir la geometria del
modelo subyacente en cada caso: en la nube de puntos de la
izquierda, la experiencia dicta utilizar un modelo de regresion
lineal; para las otras dos nubes de puntos, es claro que el espa-
cio subyacente no tiene una estructura lineal, mas bien del tipo
periddico para la grafica del centro y de agrupamiento para la
gréficadela derecha.

Figura 2. Nubes de puntos en el plano.

DISTINTAS GEOMETRIAS
SOBRE UNA NUBE DE PUNT0S

El complejo simplicial de
Vietoris-Rips

Dada una nube de puntos N={x1,...%, } en un espacio métrico
y un parametro de proximidad € >0, una manera usual de
asociar una estructura geométrica (o combinatoria) a N, es
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construir la grafica cuyo conjunto de vértices N, consta de to-
doslos subconjuntos unitarios {, } de N,y el conjunto de aris-
tas N, consiste de los subconjuntos de N con dos elementos
{x, x, } € Nque satisfacen que la distancia entre ambos pun-
tos es menor o igual que €. Podemos considerar a ésta como
una estructura de dimension simplicial 1. Para construir una
estructura geométrica de mayor dimension simplicial, defi-
nimos por cada niimero natural k>0 el conjunto N, dado por
la coleccién de todos los subconjuntos con k+ 1 elementos
{xi 21, } € Nque satisfacen que la distancia entre cada par
de elementos es menor o igual que &. El complejo simplicial
de Vietoris-Rips VR(N;) es la unién de todos los N, (Ghrist,
2007, p. 63), y la dimensién simplicial de este complejo co-
rresponde al valor méximo de k tal que N es no vacio. Los
elementos en N, son llamados k-simplejos de Vietoris-Rips.

Notemos que si la nube de puntos pertenece a un espa-
cio euclidiano N c R entonces la estructura simplicial de
Vietoris-Rips VR(N, €) puede reformularse en términos de
bolas en R¢ de la siguiente manera: ¢ € VR(Ng) si y solo si
B(x, g/ Z)OB(X]., €/2)#( para todos x, X€o, donde B(xr) =
{y € R% dist(x,y)<r1} y dist representa la distancia euclidia-
na. Equivalentemente, € VR(Ng) si y solo si su didmetro
diam(c)=max{dist(x, xj):xi, % € o} es menor o igual que €.

En este contexto, un k-simplejo cz{xio,..., Xi k} € VR (Ng),
cuyos puntos estan en posicién general, puede identificarse
con la envolvente convexa A[xio,..., xik] del conjunto o c RY
esto es, el minimo subconjunto convexo enR¢ que contiene a
o. El conjunto A[;,.., x:,] es llamado una realizacion geomé-
trica del k-simplejo o = {i.., x;, }. Para valores pequefios de
kes posible visualizar tales realizaciones geométricas como
se muestra en la figura 3, donde la realizacion geométrica de
un 0-simplejo corresponde a un punto, la de un 1-simplejo a
un segmento de linea, la de un 2-simplejo a un tridangulo y la
de un 3-simplejo a un tetraedro.

AN

Figura 3. Realizacién geométrica de los k-simplejos, para
k=0,1,2,3.
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El complejo simplicial de Gech

La siguiente estructura simplicial, definida también para una
nube de puntos N c Ry un pardmetro de proximidad =0,
es llamada complejo de Cech, denotada por ((Ng), y es una
variante del complejo de Vietoris-Rips que es de hecho una
representacion mas fiel de la geometria subyacente de los
datos (Ghrist, 2007, p. 63). Los k-simplejos de Cech son defi-
nidos de la siguiente manera: o={xi.., x,} € ((Ng) siy solo
si B(xi,/2)N..NB(x:,e/2)#@. En equivalencia, o € ((Ng) si
puede acotarse por una bola de didmetro menor o igual que
€. Podemos observar que los 0-simplejos y los 1-simplejos
de Cech coinciden con los de Vietoris-Rips. Para k>2 todo
k-simplejo 6€((Ne) satisface que o€ VR(N), es decir; ((Ng)
C VR(Ng), pero la contencién es propia en general. Este cam-
bio en la definicién de los ksimplejos de Cech con respecto a
la estructura de Vietoris-Rips tiene importantes implicaciones
en los costos computacionales al momento de construir la es-
tructura simplicial, aun cuando la estructura simplicial de Cech
tiene en general una menor cantidad de simplejos que la de
Vietoris-Rips (pues para su construccién se debe analizar el
subconjunto formado por la interseccién de bolas). Sin embar-
€0, su uso esta justificado por ser una representacién mas fiel
de la geometria subyacente de los datos (Ghrist, 2007, p. 63).
Ademas, la estructura simplicial de Cech aparece de manera
natural en distintos estudios, como el andlisis de redes (Yu-
chen, Jialiang y Martins, 2018; Le et al, 2017).

ESTRUCTURA FILTRADA DE CECH
Y EL PROBLEMA DE LA BOLA
MINIMAL

Como comentamos en la seccién anterior, para determinar si
0={xi0,..., a1} es un simplejo en la estructura de Cech ((Ng),
basta con comprobar la existencia de una bola de diametro €
que encierre al subconjunto ¢ < R Es claro que, para distintos
valores del pardmetro de proximidad, tenemos distintas estruc-
turas simpliciales asociadas, como podemos ver en la figura 4,
donde cada vértice corresponde a la ubicacién de cada una de
las antenas:

A <= %\ —

Figura 4. Distintas estructuras simpliciales de Cech.

El enfoque que aborda el ATD consiste en no fijar un valor
para el parametro de proximidad ¢, sino considerar todos los
valores del parametro en cierto rango junto con las correspon-
dientes estructuras simpliciales generadas, a fin de identificar
aquellas propiedades geométricas que mas persisten a través
de esta familia.

Es claro que si €,<¢,, entonces ([ Ng,) © ((Ng,). Debido a
esta propiedad, la estructura simplicial de Cech tiene una es-
tructura filtrada de manera natural: ((Ne,=0) € ((Ng,) C..C
((Ng,=¢). Podemos reescribir ((Ne) ={o € ((Ng): diam(M-
B(0))<¢}, donde MB(c) c R?denota la bola de radio minimo
que acota al subconjunto finito 6, de modo que el estudio de
la estructura simplicial filtrada de Cech esta intimamente re-
lacionado con el problema de determinar la bola minimal
para colecciones de puntos 6={xi,., &} con k<n. Encontrar
el centro y radio minimo de la bola que acote una coleccién
finita de puntos o < IR? es conocido como el problema de la
bola minimal (miniball problem, en inglés). Este problema ha
sido resuelto usando técnicas muy variadas (Fischer, Gartner y
Kutz, 2003; Gartner, 1999).

UN ALGORITMO PARA EL CALCULO
DE LA BOLA MINIMAL

En esta seccién presentamos dos algoritmos ad hoc para
calcular la bola minimal para colecciones de tres o cuatro
puntos o, en un espacio euclidiano de dimension arbitraria.
El punto clave de los algoritmos consiste en identificar cuan-
do la bola minimal coincide con una bola circunscrita a o,
o bien a un subconjunto de o en especifico. En la siguiente
seccién mostraremos la comparacién en tiempos con res-
pecto al algoritmo dado por Fischer;, Gartner y Kutz (2003),
que puede manejar eficientemente conjuntos arbitrarios de
puntos en dimensiones altas. Nos referiremos a tal algoritmo
como “minibola”. Los algoritmos propuestos en este trabajo,
llamados MB, y MB,, reciben una coleccion de tres y cuatro
puntos, respectivamente, y calculan la bola minimal MB(c)
queacotaao.
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Colecciones de tres puntos

Para una coleccion de tres puntos ¢ € R9 s6lo se presentan
dos casos para MB(0): (i) cuando la bola minimal coincide
con labola circunscrita CB([x,x,]) de los dos puntos mas se-
parados x, y x,, (/i) cuando coincide con la bola circunscrita
del tridngulo formado por los tres puntos CB([x,,x,,%,]). Para
poder distinguir qué caso debe usarse para el calculo de la
bola minimal, sélo es necesario verificar el signo del produc-
to escalar (x,-x,, x,~x.); en cualquiera de los dos casos, el
problema de encontrar la bola circunscrita se puede resolver
con formulas explicitas (Gutiérrez-Moya, 2018). Esquemati-
camente, el algoritmo queda descrito como sigue:

Algoritmo MB,
Entrada: tres puntos o = {x ,x,,x,} € Ren el espacio eucli-
diano de dimension d.
Salida: la bola minimal MB(o).
1. Renombrar los puntos de Gz{xl,xz,xs} de tal forma que
dist(x,x,)=diam(o).
2.8i(x,—x,, x,~x,) < 0, entonces
MB(0)=CB([x,x, ]),

en otro caso MB(c)=CB([x,x,x,]).

3.Regresar MB(o).

Colecciones de cuatro puntos

El algoritmo MB, recibe una coleccién de cuatro puntos
c={xl,x2,x3,x4} c R y proporciona la bola minimal que
acota o. En este caso, la bola minimal corresponde a la bola
circunscrita de alguno de los siguientes conjuntos: (7) los
puntos mas alejados, (if) los vértices de alguna de las cuatro
caras (tridngulos) del tetraedro formado por o, (iii) el tetrae-
dro A[x,x,x,x,]. De modo que, esencialmente, el algoritmo
MB,consiste en iterar el algoritmo MB, para subconjuntos
de tres puntos. Esto implica que su tiempo de computo sea
proporcional al del algoritmo MB,. Més explicitamente, el al-
goritmo MB,tiene el siguiente pseudocddigo.

Algoritmo MB,
Entrada: cuatro puntos Gz{xl,xz,xs,x A } € R9en el espacio
euclidiano de dimension d.
Salida: la bola minimal MB(o).
1. Renombrar los puntos de o = {x,x,x,x, }de tal forma
que dist(x,x,)=diam(c).
2.8i (x,~x,, x,-x,)<0y (x-x, x,-x,)<0 entonces
MB(0)=CB([x,x,]),
ir al Paso (3)
en otro caso
para ;=1 hasta ;=4 hacer
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definir N=c0 -x,
si x € MB(N) entonces
MB(c)=MB(N)
ir al Paso (3)
fin para
calcular MB(0)=CB([x,, x,, x,, x,])
3.Regresar MB(o).

Es importante mencionar que en la codificacién (en C++)
del algoritmo MB, es posible reutilizar varios de los calculos
necesarios para las iteraciones en el paso 2; ademas, todos
los productos escalares pueden ser calculados a partir de las
distancias entre los puntos en o. Lo anterior impacta signifi-
cativamente en la disminucion de los tiempos de cdmputo en
dimensiones altas.

EXPERIMENTACION
COMPUTACIONAL

A continuacion, presentamos una comparaciéon entre los
tiempos de computo de los algoritmos MB, y MB, , con res-
pecto al algoritmo propuesto por Fischer, Gartner y Kutz
(2003) al que nos referimos por “minibola”; todos codifica-
dos en el lenguaje C++. En la gréfica de arriba de la figura 5
se muestran los tiempos promedio de ejecucion de los algo-
ritmos MB, y minibola, con respecto a la dimension del espa-
cio ambiente; en la grafica de abajo se comparan los tiempos
promedio de MB, y minibola.

-
—=— Minibola

w: R

1000 2000 2000 acoa Eo00 &000 000 = w000 roooo| |
Dimensidén

——MBy

&-Minibala

Tiempo (5]
- b .

..... 000 000
Dimension

Figura 5. Comparaci6n de tiempo de computo entre MB,y MB,
versus minibola.
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La experimentacién computacional se realiz6 sobre es-
pacios euclidianos de dimensiéon d=50k;, con k=1,2,..,200.
Para cada uno de tales valores d se generaron 10,000 nubes
de puntos {x,x,x,} € RY% donde cada x, € R consiste de d
numeros en el intervalo [0,10] elegidos aleatoriamente, y se
calcularon los correspondientes tiempos promedio de ejecu-
cion de MB, y minibola; y andlogamente para la comparacién
entre los algoritmos MB, y minibola.

Los calculos se realizaron ejecutando un proceso por cada
hilo sobre un procesador Intel Xeon E5-2698v4 a 2.2 GHz.
El uso de memoria RAM fue minimo. La experimentacién
muestra que el algoritmo minibola es de orden cuadratico,
lo cual es consistente con lo presentado en Fischer, Gartner y
Kutz (2003). Por otro lado, los algoritmos MB, y MB, son de
orden lineal y el tiempo promedio de computo es del orden
10, aproximadamente. Tanto los fundamentos matematicos
como los cédigos en C++ de este trabajo pueden consultarse
en Gutiérrez-Moya, 2018.

CONCLUSION

En la primera parte de este trabajo describimos cdmo
puede dotarse de distintas geometrias a una base de
datos, vista como una nube de puntos, mediante dos de
las estructuras mas usuales: los complejos simpliciales
de Vietoris-Rips y de Cech. Posteriormente enunciamos
el problema de la bola minimal y comentamos su rele-
vancia para la construccion de la filtracién del complejo
de Cech. Concluimos con la propuesta de dos algorit-
mos MB, y MB,, cuyas complejidades son de orden li-
neal y que permiten calcular los simplejos de Cech de
dimensidén simplicial dos y tres de manera sumamente
eficiente, aun cuando la nube de puntos pertenece a un
espacio euclidiano de dimension alta.

La desventaja de los algoritmos MB, yMB, es que
no son adecuados para generalizarse a dimensién sim-
plicial arbitraria. Aun cuando la codificacién en el len-
guaje de programacion se vuelve bastante sofisticada,
realmente el obstaculo principal radica en la compleji-
dad algoritmica. Por ejemplo, si construimos el algorit-
mo MB, siguiendo la misma metodologia que para MB,
yMB,, entonces tal algoritmo iteraria cinco veces al al-
goritmo MB,, el cual, a su vez, itera cuatro veces a MB3;
en general, MB estaria iterando n-(n - 1)-...-4 veces a
MB, y la eficiencia que se mostrd en la seccion relativa
a la experimentaciéon computacional se veria significa-

tivamente disminuida, incluso para valores de nno muy
grandes.

Por otro lado, aunque una gran cantidad de los datos
que se generan actualmente en nuestra sociedad son de
naturaleza altamente multidimensional, los aspectos
que suelen estudiarse en una primera instancia en el
analisis topolégico de datos son los relativos a la clasi-
ficacion (andlisis de cliister) y si la variabilidad de los
datos puede ser representada significativamente me-
diante un modelo periédico de baja dimension simpli-
cial. Sin embargo, un andlisis topolégico de una base de
datos multivariada que requiera una estructura simpli-
cial de Cech tendrd, en general, una cantidad conside-
rable de k~simplejos de Cech y su analisis mediante las
librerias usuales sera computacionalmente costoso, es
aqui donde radica la importancia para el ATD de contar
con algoritmos eficientes como MB, yMB,.
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