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ABSTRACGT

En este trabajo se propone un algoritmo para el disefio de
un controlador de sistemas lineales con incertidumbre
paramétrica. El punto de partida es una herramienta ma-
tematica para la solucién de problemas de positividad de
funciones multivariables polindmicas. El algoritmo pro-
puesto estd basado en un resultado para la estabilidad de
sistemas lineales invariantes en el tiempo (Linear Time
Invariant, LTI) con incertidumbre en sus parametros. El
algoritmo permite encontrar una familia de controladores
que garantizan estabilidad robustamente. La solucién pro-
puesta, asi como sus ventajas, son mostradas mediante un
ejemplo.

Palabras clave: positividad, estabilidad robusta, polinomio caracte-
ristico, controlador, sistema lineal.

Sistemas industriales son frecuentemente modelados
mediante ecuaciones diferenciales con la finalidad de
disenar controladores que permitan llevar las varia-
bles requeridas del proceso a niveles deseados. Desde
el punto de vista practico, los parametros asociados al
modelo no se pueden conocer con precision y, gene-
ralmente, hay al menos algunos de estos parametros
que seran especificados a pertenecer a un interva-
lo de valores. Esto es conocido como incertidumbre
paramétrica y representa un problema tanto para el
analisis como para el disefio de sistemas de control.

El problema de estabilidad robusta con incerti-
dumbre paramétrica no es un problema nuevo, exis-
ten varios enfoques que buscan mejorar el disefio de
controladores robustos y las técnicas de modelado

An algorithm for the design of a linear systems controller
with parametric uncertainty is proposed. The starting
point is a mathematical tool for the solution of positivity
problems of multivariate polynomial functions. The pro-
posed algorithm is based on a result for the stability of
Linear Time Invariant (LTI) systems with uncertainty in
its parameters. The algorithm allows finding a family of
controllers that guarantee stability robustly. The propo-
sed solution, as well as its advantages, are shown by an
example.

Keywords: positivity, robust stability;, characteristic polynomial, controller;

linear system.

(Ackermann y Bartlett, 1993; Barmish, 1994; Bhatta-
charyya, Datta y Keel, 2009).

Ackermann y Bartlett (1993) proponen un esque-
ma en el espacio de pardmetros que resulta imprac-
tico para un nimero de pardmetros mayor. Barmish
(1994) muestra una serie de herramientas que permi-
ten andlisis, pero no presenta un método sistematico
de disefo. La propuesta mads actual para solucionar el
problema de disefio fue presentada por Bhattachary-
yay su grupo (Bhattacharyya, Datta y Keel, 2009; Keel
y Bhattacharyya, 2008; Knap, Keel y Bhattacharyya,
2011), donde se propone el disefio robusto de contro-
ladores PID para sistemas lineales a partir de datos
entrada-salida. Por un lado, no requiere el modelo de
forma explicita, pero por otro sélo se considera con-
troladores PID.
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En este tipo de problema se parte de un sistema
nominal estable, es decir, con parametros fijos, y des-
puésse analiza la incertidumbre en los parametros del
sistema o las cotas de dichos parametros. La solucion
radica en saber si el sistema con incertidumbre es o
no estable en el intervalo de valores que lo integran.
Claramente, en esta formulacion, el sistema nominal
esun miembro dentro de las cotas preestablecidas. En
otras palabras, se tiene una familia de sistemas en el
dominio del tiempo y el sistema nominal es miembro
de esa familia de sistemas (Yedavalli, 2013).

El considerar la presencia de la incertidumbre en
el diseno de controladores robustos sin sacrificar el
desempeno del sistema es todo un reto. Existen di-
versas estrategias que enfrentan la incertidumbre
paramétrica en el disenio de controladores (Mohseni-
zadeh, Keel y Bhattacharyya, 2014; Mercader y Banos,
2017).

En este trabajo se propone una solucion para el di-
sefio de controladores de sistemas lineales invarian-
tes en el tiempo que tienen incertidumbre paramé-
trica. La propuesta estd basada en resultados previos
del grupo. Debido a la naturaleza del problema, se
obtiene una familia de controladores que satisfacen
robustamente el requisito de estabilidad. El resultado
es mostrado mediante un ejemplo.

El hecho de que se obtenga una familia de contro-
ladores representa una ventaja del enfoque propues-
to, pues nos deja la libertad para buscar, dentro de esta
familia, el controlador que, ademads, cumpla con un
criterio adicional de desempeno.

Note que, aunque se requiere como dato el modelo
de sistema, el resultado no se limita a una estructura
de controlador dado, pudiendo ser utilizada de mane-
ra abierta o bien con diferentes tipos o estructuras de
controladores.

El resto del trabajo estd organizado como sigue:
en la seccidn preliminares se presenta la herramienta
matematica “Descomposicion de signo”, disponible
para analizar la positividad de funciones polinémicas
multivariables, asi como un resultado para determi-
nar la estabilidad robusta de sistemas inciertos. En la
siguiente seccion se describe el resultado principal, es
decir, el algoritmo para disefio de controladores. Un
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ejemplo de aplicacion es presentado, en €l se clarifi-
can los diferentes aspectos discutidos a lo largo del
trabajo. Finalmente se presentan las conclusiones.

PRELIMINARES
Descomposicion de signo

Descomposicién de signo es una herramienta matemati-
ca que mediante el analisis de puntos extremos permite
determinar, en condiciones necesarias y suficientes, la
positividad robusta de funciones multivariables polin6-
micas dependientes de pardmetros.

Definicion 1. Sea f:R! >R una funcién continua y
sea Q c Pc Rlun subconjunto convexo, se dice que f(q)
tiene descomposicion de signo en Q si existen dos fun-
ciones acotadas no-decrecientes f, () 2 0, f, (=0,
tales que f(q)=fp (@)-f, (@VqeQ. Dichas funciones se
llamaran: la parte positiva de la funcién fp (@) y la parte
negativa de la funcion f (q) (Elizondo, 1999; 2000).

f@ =@ - fildvqg EQ,
fp(:) £ Parte positiva de f(-),
fn () £ Parte negativa de f ()

Representacion (fn,fp)

Cuando una funcién continua f:R! >R se descompo-
ne en Qc Pc R), en sus partes positiva y negativa, fp Oy
f, (), realmente se esta haciendo una transformacion de
Rla R?, la representacion gréafica de la funcién en un pla-
no (f, .f,) es de utilidad para entender mas facilmente
las propiedades que poseen las partes positiva y negativa
de la funcidn, para lo cual se establece la siguiente propo-
sicion. Si una funcién con descomposicion de signo en Q
es igual a cero para todo q elemento de Q, implica que fp
(@=f, (@) )VqE Q y surepresentacion grafica en el pla-
no (f, (9).f,(g) esunalinearectaa 45° que contiene al
origen, a la cual nos referiremos como la recta a 45°, los
puntos arriba de ella corresponden a la representacion
grafica de funciones con valor positivo y obviamente los
de abajo a negativo.

37



SECCION ACADEMICA

2

38

f,

fpla)

fn(q) fn

Figura 1. Plano (f, .f,)

Debe notarse que independientemente del nimero
de parametros de la funciéon multivariable polinémica, la
funcion siempre sera representada en R?, representada

en el plano (f, (q), fp (@) (figura 1).

Criterio de estabilidad de C. Elizondo

Este criterio de estabilidad presenta una tabla a partir de
la cual se determina el nimero de raices de un polinomio
real que se encuentran en el semiplano derecho del pla-
no complejo. Dicha tabla se fundamenta en el principio
del argumento, indices de Cauchy, cadenas de Sturm y
cadenas de Sturm modificadas. La tabla presenta algu-
nas ventajas: las operaciones numéricas se reducen con
respecto a otros criterios y los coeficientes son funcio-
nes multivariables polinémicas cuya positividad robusta
se obtiene en condiciones necesarias y suficientes utili-
zando descomposicién de signo (Elizondo, 1999; 2000;
2001; 2011), determinando entonces la estabilidad ro-
busta para sistemas LTI con incertidumbre paramétrica.

Teorema 2.3.1. Dado un polinomio p(s)=C+C s+C, s
244 C.s nlyp C s™ con coeficientes reales, el numero de
raices a la derecha del plano de los complejos es igual al
numero de variaciones de signo en la columna o, en el si-
guiente arreglo (Elizondo, 2001).

o Cy [ G
[} Cnfl C“,g Cn—s
a3 €31 €32 .
Oy €41 €42

O(n-1) €mn-11)
On e(n,l)

On+1) €n+1,1)

e = (ei—11€i 241 — €iz1€i-1j41), V3 SiSn+1,

€ =Chy1i2-nVi< 2,
o; = Sign(e;,) Vi < 2,

o; = Sign(e; 1)H(H1 ™/ 559"(9(m+2(j—1)),(1)w =3)

La metodologia de calculo del signo o, de un renglén
es mucho mas sencilla que lo que aparenta la expresiéon
matematica que lo determina: el signo o, de un renglén se
determina multiplicando el signo de ¢, por el signo del
elemento inmediato superior a éste, es decir, el de €1y, Y
por los signos de los elementos superiores de la columna
e "brincando" de dos en dos.

En el caso de que un elemento e,, sea cero, entonces se
sustituye el cero por un e>0 y se continta el calculo de la
tabla. En caso de que todos los elementos e, de un rengléon
sean de valor cero, entonces se sustituye el renglén com-
pleto por la derivada del renglén superior.

Debe notarse que cada uno de los elementos ¢, fueron
elaborados sin utilizar la division empleada en el crlterlo
de Routh, por lo tanto los elementos e, en el caso de in-
certidumbre paramétrica son funciones multivariables
polinémicas.

En la tabla I se muestra como el criterio Elizondo Gon-
zalez tiene ventajas sobre el conocido criterio de Hurwitz.

Tabla I. Nimero de operaciones de criterios de estabilidad.

Grado Hurwitz C. Elizondo
N X +o0-— X +o0—
3 4 1 2 1
4 9 2 5 2
5 66 18 9 4
6 193 45 14 6
7 780 145 20 9

CIENCIA UANL / ANO 22, No.96 julio-agosto 2019



METODOLOGIA

RESULTADOS

Las herramientas matematicas descritas anteriormente
pueden aplicarse para encontrar una region de controla-
dores PI que estabilizan a un sistema LTI con incertidum-
bre paramétrica.

Se considera cualquier sistema LTI en forma gene-
ral con incertidumbre paramétrica en cascada con un
controlador PI y retroalimentacion unitaria. Se obtiene
la funcién de transferencia correspondiente a la familia
de sistemas y al conjunto de controladores PI genera-
dos por la incertidumbre paramétrica en lazo cerrado
y a continuacién se analiza el polinomio caracteristico
de la funcién de transferencia. Es importante establecer
un porcentaje de incertidumbre para los parametros
de la planta, el polinomio caracteristico a analizar es
una funcién multivariable polinémica que depende de
parametros acotados, algunas de estas cotas pudiesen
ser valores negativos. Por lo tanto, la “descomposicién
de signo” comienza con una transformaciéon de coorde-
nadas de los parametros acotados a un conjunto de pa-
rametros matematicos tal que todos los vectores de los
nuevos parametros estén contenidos en un cono convexo
positivo. Para agregar de manera sencilla un desempefio
al conjunto de controladores que estabilizan una fami-
lia de sistemas, se desea que la parte real del polinomio
caracteristico esté dentro de una region definida por un
segmento, generandose dos nuevos polinomios carac-
teristicos a analizar. Usando el teorema de estabilidad
relativa, se analizan la estabilidad robusta de los polino-
mios p(s-a) y p(-s-b). Entonces, la estabilidad robusta de
cada polinomio p(s-a) y p(-s-b) sera analizada utilizando
el reciente criterio de estabilidad (Elizondo C., 2001), y
aplicando “descomposicion de signo” se probara la po-
sitividad robusta de los elementos e, . Si cada elemento
e, es robustamente positivo, entonces la columna entera
sera positiva y el polinomio del sistema analizado sera
robustamente estable.

La metodologia descrita anteriormente da una ex-
plicacién del funcionamiento del resultado principal de
este trabajo. A continuacién se define el algoritmo capaz
de establecer un conjunto de controladores robustos que
dan estabilidad robusta a un sistema LTI con incertidum-
bre paramétrica en una regién predeterminada.
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A continuacion se presenta el resultado principal de este
articulo, un algoritmo que permite encontrar una familia
de controladores que garantizan estabilidad robusta. Para
una mejor comprension del resultado principal, se definen
las variables y términos utilizados a lo largo del algoritmo:
K*(k*,k*): punto de partida del algoritmo en una region
robustamente estable donde inicia la busqueda de las co-
€: medida propuesta para analizar el tamafo de las cajas o
regiones de estabilidad robusta.

a: tolerancia que el algoritmo utiliza para finalizar y mos-
trar resultados.

kars : primera cota lateral derecha para el parametro k,.
ks : primera cota lateral izquierda para el parametro k,.
v;: medida que indica el nimero de intervalos a analizar
en el primer segmento encontrado (en funcién de la tole-
rancia €).

k*iz, = cota minima estimada para el parametro k.
k*i2 = cota maxima estimada para el pardmetro k,.

A, B, C, D= vértices definidos por los valores de las cotas
laterales y las cotas inferior y superior.

Descripcion del algoritmo

El algoritmo hace un andlisis de estabilidad robusta en
el “punto de partida” para después continuar con la bus-
queda de la region en la cual se satisface estabilidad ro-
busta y que se describe a continuacién:

1. Se propone una medida inicial de reticula a anali-
zar € y se define la tolerancia a con la que finaliza el al-
goritmo.

2. Partiendo de un K* (k*k,*) que le da estabilidad
robusta relativa al sistema, se hace la busqueda de la pri-
mera cota lateral derecha klRBl, para la cual el sistema es
robustamente estable en el segmento [k, * kirs, ], mante-
niendo k,=k* (ver figura 2-a).

3. Con el intervalo [k * kirs, ] y el valor propuesto de €
se obtiene el nimero inicial v, dg inte_iyalos a analizar, v,
es el entero inmediato mayor a % P

4. Calcular el ancho de reticula a analizar €1 = #1

5. Analizar la satisfaccion de tolerancia. Si ¢, <ae ir al
paso 9, de lo contrario continuar con el paso 6.

6. Calcular los v, nuevos “puntos de partida de ana-
lisis” (k™*+ne k*)vn=0,1,2,--,v,. Obteniendo asi
UK (R K7, )G (KK, ) K (KK )

7.Para cada nuevo punto de partida de anlisis, manteniendo
constante k*1, se obtienen las cotas minima y maxima estimadas
para el pardmetro KKz y K*z , respectivamente (figura 3b).
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8. Regresar al paso 2 calculando el punto de partida
de andlisis K* (k;*k,*) de la siguiente manera:
ki = kjq, kg = “aZemTIen (fgur 3),

9. Analizar la estabilidad robusta en el conjunto de
cajas rectangulares con lados paralelos a los ejes K, y K,
con vértices A,B,C,D, definidos de la siguiente manera:

kair = ki3,

kair = max{kizem, k(i+1)2em}’
kgiy = k€i+1)1s

kgiz = kaiz,

kciy = kpits

kcir = min{kizeM, k(i+1)zeM}:
kpix = ka1,

kpiz = kciz

(figura 3d).

10. Aplicar “particion de cajas” a cada caja del paso
anterior que no satisfaga las condiciones de estabilidad.
Cada una de estas cajas se parte equidistantemente en
cuatro subcajas, a cada una se le aplica el andlisis de esta-
bilidad robusta. El procedimiento de particién se aplica
iterativamente en cada subcaja que no satisfaga las con-
diciones de estabilidad. El procedimiento termina cuan-
do el ancho o alto de la subcaja a analizar es menor o
igual a ae (figura 2e y 2f).

A continuacidn se muestra un ejemplo de aplicacion para
el disefio de un controlador robusto. Utilizando la herra-
mienta “descomposicion de signo” se prueba la positivi-
dad de todas las funciones multivariables polinémicas de
la columna o en el criterio de estabilidad de César Elizon-
do, descrito anteriormente. Al no haber cambio de signo
en la columna o, es decir, probar que todas las funciones
son positivas, se establece una regién en el espacio de
paramétros del controlador y se comprueba la estabili-
dad robusta del sistema con incertidumbre paramétrica.
Se presenta como ejemplo un motor de induccidn, co-
nocido por su robustez, confiabilidad y eficiencia, que
ademas es objeto de varios trabajos de investigacion en
diferentes areas de ingenieria. El modelo dinamico del
motor de inducciéon puede expresarse y simplificarse
como en Chebre, Zerikat y Bendaha (2007), y se puede
representar mediante el diagrama de bloques mostrado
en la figura 3.

—: K +k_i P
A PT s fc+Js

Figura. 2 Sistema con controlador tipo PI y retroalimentacién
unitaria.

a) I‘('I b) K1 -
G
Ky | Ko o |
[ f)’f Kz,
|/ K"“: ..... 4
K, ’
K A
Ki K
c) d)

e Region

Estable
egion

no estable

d) e)
Figura 3. Descripcion del algoritmo.

De acuerdo a la nomenclatura de la teoria de control
robusta, tenemos las siguientes funciones de transferen-
cia con los siguientes pardmetros para el sistema y un
controlador tipo PI:

G(s) = a1

fc"‘]S_ q; +qss

ki qs
C(S)—kp+?—q‘1,+?

El polinomio caracteristico en lazo cerrado es:

P(s,q) = q15° + (q2 + 4394)s + G345
Los parametros del sistema con 5% de incerti-
dumbreson: g,€(2.1,1.9), ¢,€(0.001083,0.001197),
q,¢ (0.02945,0.03255).
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Para este ejemplo se requiere la construccion de un conjun-
to de controladores que permitan estabilidad robusta, es decir
las raices reales del polinomio caracteristico en lazo cerrado de-
ben situarse en el semiplano izquierdo del plano complejo.

Se analiza la estabilidad robusta del sistema en lazo cerra-
do de acuerdo al polinomio caracteristico 2(s,q). Por el criterio
de estabilidad se obtiene la tabla correspondiente al polinomio
y usando la descomposicién de signo se analiza positividad ro-
busta de cada uno de los elementos e.

Los coeficientes de la tabla se presentan a continuacion:

G@)=q

Ci(q) = (g2 — 491 + 9394)

Co(q) = (49, — 29, — 29394 + q395)

_ —=16q,* + 12q:q; + 12q,q3qs — 4G1G3qs —
es31(q) = ( 2 2. 2 2 )
2q," — 44343, + 929395 — 243°q4" + 43°q49s
El conjunto de controladores que satisfacen estabilidad ro-

busta al sistema con incertidumbre paramétrica se muestra en
la figura 4.

CONCLUSIONES

En este articulo se muestran las diversas herramientas
para analizar la positividad robusta de funciones multiva-
riables polindmicas y se da una aplicacion en el area de
ingenieria de control.
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Fig. 4 Region de estabilidad de estabilidad robusta para el espa-
cio de parametros del controlador.

Se propone un enfoque para la construccién de un con-
junto de controladores PI mapeando el problema original a
un problema de positividad robusta, el cual se resuelve con
la herramienta matematica “descomposicioén de signo’, obte-
niendo estabilidad robusta de sistemas LT con incertidumbre
paramétrica.
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Si el nimero de parametros del sistema se incrementa,
aumentara también el nimero de operaciones, y por lo tanto
el tiempo en obtener una region de estabilidad. En general, el
costo computacional depende del sistema a analizar y la incer-
tidumbre en sus parametros.
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